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Fe rm i体系逆问题的一种新解法

陈难先 刘 刚
清华大学物理系

,

北京 1 0 0 0 84
; 北京科技大学应用物理研究所

,

北京 10 0 0 8 3

摘要 利用加性 M 6 ib u S 级数反演方法
,

提出了解决 F er m i 体 系逆问题的一 类新方法 ; 介 绍 了加

性 M 6 ib u S 反演和一维差分方程之 间的联系
.

关键词 M 6 b i u s
反演 r e r m i 体系 逆问题

数论中的 M曲 iu s 反演方法近年来在物理学 中

得到了一系列的应用
,

例如 B os e
体系逆 问题 (包括

黑体辐射逆 问题和 晶格 比热逆问题 )
,

晶格结合能

逆问题 [` 一 “ 〕
.

而对于本文着重讨论的 eF
r
im 体系逆

问题
,

则没有简便易用的 M比 iu s 反演公式和反演

步骤
,

已有的两种解法为 占函数展开法 9[] 和最大嫡

法 [ `o ]
.

类似于 B os
e
体系逆问题的求解

,

本文明确提出

加性 M曲 iu s 级数反演公式及直接用它来解决 eF
r m i

体系逆问题的方法和步骤
.

另外
,

还将加性 M o ib us

反演公式和一维差分方程求解直接联系起来
.

在多数数论的书中对加性 M比 iu s 反演均 无陈

述仁“ }
,

实际上它就相当于组合论中的幂级数的系数

反演 〔̀ 2 1
.

1 加性 M 6 ib u s 级数反演公式及其应用

这里 a ,
, 。

是 K r o n e e k e r

符号
,

{ 1
,

若 m 二 n

占, ,
= } _

、 0
,

右 m 共
n

对反演公式 ( 1) 的证明如下
:

先证
“ ”

” ,

习
。

毅 ( ,

)P 时
,

x( ) 二

乙
a

毅 ( n )乙
a ( k ) Q

。 + 阴 + 走 (二 ) -

万 [艺
。 (、 )。 毋 (一

、 )」Q
阴 十 、

(二 ) -

乙占
、 ,

。
Q

。 + 、

( 二 ) 二 Q 。 ( 二 )
,

证毕
.

证明过程中交换了求和次序
,

其前提是

公式表述及证明

加性 M 6 ib u S
级数反演公式可表述如下

:

艺习 …
a

者 ( n ) a ( k ) Q
。 + , 卜* ( 二 ) I< co

八 = o k 二 0

尸 , (二 ) 二 艺
a ( n ) Q

。
一

卜爪 ( 二 )

拼 Q
, (二 ) =

艺
a

者 ( n ) p
。 十 。 :

( 二 )
,

( ` )

即级数绝对收敛
,

同理可证
“

=<

F er m i 体系逆问题求解

给定卷积方程如下
:

其中
。 ( o )尹。 且 a ( n )

, a
岳

` ( n )满足
尸 ( x ) = i Q ( y )中 ( y

一 x ) d y
,

( 3 )

艺
a ( m ) a

毅 ( n 一 m ) 一 占
。 ,

。 ,

( 2 )
如果其中积分核 必 ( 二 )具有类似于 F er im 分布的形

式或者可以转化为类似形式
,

即 1/ ( 1 + e `

)的形式
,

2 ( )0 2一 I
一

2 2 收稿
,

2 0 0 3
一

0 1
一

1 0 收修改稿
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.
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u
.

e n



瓦拔并乎选展 第 13卷 第 5期 2 03 0年 5月

则称之为 Fr em i积分方程
,

F er m i 体 系逆 问题指的

是 已知 P ( x )和 中 ( x )
,

要从 F er m i 积分方程中求解

出 Q ( x )
.

下面以

其 中 尸 , ( x )为 尸 (二 )的一阶导函数
,

考察 ( 9) 式中的

积分方程
,

其积分核为

e , 一 `

/ [ 1 + e夕一 ,

〕“

中 ( x ) =
1

1 + e 了
( 4) 这样将 (6 )式代入 ( 9) 式可得

的情形为例介绍直接利用反演公式 ( 1) 来求解 Q ( x )

的方法
、

步骤
.

第 1步
,

利用 T ay lo r 展开将 ( 3) 式等价变成加

性 M 6 ib u s
级数反演公式能够处理的形式

.

将 ( 4) 式代入 ( 3) 式可得

尸 1 ( x ) =
习

。 ( n ) Q `· , ( x )
,

( 1 0 )

其中

a ( n ) = 、丁几才精平
d !

,

“ ` ,

D , _ 、 _ 「闰 丛到止上
」

J 、 比 / 一 I
、

.

、 一 , u y
,

J 一 co l 十 e “ 一

( 5) 这个积分 是收 敛的
.

一般 可 以认为物 理上 的函数

尸 , (二 )的可微性质足够好
,

由 ( 10) 式有

Q ( y )在 x 处的 T ay lo r 展开为

。 `
_

`

、 _
矛 。 (

,
) ,

_ _ 、

立达二鱼卫
Q ( y , 一 魁 Q

` ” ,

(` ) ~ 万~
,

( 6 )

这里 Q (n) ( x )是 Q ( x )的
n
次导 函数

,

将 (6 )式代

入 ( 3) 式中可得

尸 (工卜几知
(一 (工厂气i兰卫 ]

, (

一
, d一

尸 {
m , ( x ) =

习
。 ( n ) Q ` ” + 阴 ’ ( x )

.

( 1 2 )

第 2 步
,

反演并求出
。 ( 、 )

, 。
岳

` ( , )
.

由加性 M 6 b in s
级数反演公式 ( l) 可得

Q `跳 ’ ( x ) =

艺
。

毅 ( n )尸 I
n 十 ` ’ ( x )

,

慰〔六{了
。 ( ,

一 )
·
。 ( , 一 二 ) d: 〕Q

(
·

) (二 ) -

[六丁几
才

·
。 ( ! ) d :

]
Q (

·
) (二 )

,

当 。 = 0 时有

Q ( x ) 一

乙
。

毅 ( n )尸l
”

, ( x )
,

由上式和 尸 1 ( x )为 尸 ( x )的一阶导函数可得

名ō记

I f的
a 又” ’ =

丽{
一 co `

’ `

. L才 ) d t
, ( 7 )

Q ( x ) =

习
a

毋 ( n ) p (
· + ` , ( x )

.

( 1 3 )

则有 由于万早不是偶函数
,

因此

以 + e )
-

p (二 ) =

艺
。 ( 、 ) Q `· ’ ( x )

,

( 8 )
a ( Z n + 1 ) = 0 ( n = 0

,

1
,

2
,

( 14 )

为了保证从 ( 5) 式到 ( 8) 式的变形有意义
,

( 7) 式 中

的积分 必须收敛
,

而当积分 核为 中 ( )t 二 1 1/ + e 才

时
,

该积分发散
,

为解决这个 问题
,

对 ( 5) 式两边

求导得到

下面讨论
n
为偶数的情况

:

n = 0 时

I f 田 e t

a Lu , 一 瓦J一 石丁西
乏d ` 一 1

,

( ` 5 )

尸 1 ( X ) 一

丁几百长升丁
Q ( , , d ,

,

( 9 , n 妻 2时
,
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一

弃 {
一 ,

·

[全
( 一 ` ,一

` ’ m ·

11 ; J O 肌 二 1

」d ,

a

毋 ( Z n + 1 ) = o ( n = 0
,

1
,

2 ( 2 2 )、

1
.

矛esō l||习

子乙d一一
e 11

n
甚少ù

80-
产

l
`

( 一 1 ) m + ` m

(n
。

艺a,白

2

叠[
( 一 ` )耐

l m

六n ! 刀刁

2

剪
立

瑞望
一 2 (` 一 2 `一 ”

’ ; ( · ’
,

由于
n 妻0 时

将求出的反演 系数代入 ( 1 3) 式便最终 解出 了

Q (二 )
.

以上便是利用加性 M 6 ib u S 反 演公式 的一般 步

骤
,

适用于大多数 eF
r
im 体系逆问题

.

不过 对 于 上 面讨 论 的具 体 问 题
,

可 以求 出

。
岳

` ( n )的通式
,

由 ( 2 )式可知

彗( Z n ) = 上工巴丝竺丛至
( Z n ) !

B Z。 , ( 1 6 )

因此
, n 异 1 时

习 (艺
。 ( m ) 。毋 ( n 一 m ) )

:

一

习。
。 ,

。 ,
”
一 , 0 = 1

,

( 2 3 )

a ( Z n ) = 2 ( 1 一 2 `一 2 ”

)夸( Z n ) =

全卫卫业里生卫立亡
由 ( 2 3 )式可得

( 2 , ) !
B Z , .

( 1 7 )

a ( 0 ) = 1
,

B 。 = 1 可知上式当
n = 0 时恰好也成

综上

习
。 ( 、 ) :

·

卜 (艺
a

劣 ( 。 ) `
·

卜
1

,

( 2 4 )
月 = 0 ” = 0立由

根据 ( 1 8) 式有

2m
,

(18)(19)(20)(21)
B Z m ,

若
。 二

a ( n ) =

艺
。 ( n ) ,

一 艺
上」卫望卫竺二互尘竺

( Z m ) !
B Z阴 t Z ’ ,

再 由余割函数展开式 [` 3
,

`4 〕

其中 m 二 0
,

1
,

2
,

…
,

由

亡。 s e , =

艺
(一 1 )

m 十 `
( 2

2 m 一 2 )二 2 ’

( Z m ) !
B Z o t Z阴 ( 1 t l < 二 )

B l = 一 1 / 2
,

B : = 1 / 6
,

B 4 = 一 1 / 3 0
,

B 6 = 1 / 4 2
,

B s = 一 1 / 3 0
,

B , o = 5 / 6 6
,

… 可知

可得

a ( 2 ) = 二 2 / 6
, a ( 4 ) = 7二 4 / 3 6 0

,

a ( 6 ) = 3 1二6
八 5 12 0

,

a ( s ) = 12 7 二 8 / 6 0 4 5 0 0
,

a ( 1 0 ) = 7 3 二 10 / 3 4 2 1 4 4 0
,

…

E
a ( n ) ,

一
, e s e , = , / s i n ,

,

( 2 5 )

由 ( 2 4 )和 ( 2 5 )式有

买
·

` ( · ’ `
”
一

粤 ( 2 6 )

再由 ( 2) 式中的递推关系便可以得到

a

劣 ( 0 ) 一 1
, a

毅 ( 2 ) 一
二 2 / 6

,

a

毅 ( 4 ) = 二4八 2 0
, a

毋 ( 6 ) = 一 兀 6 / 5 0 4 0
,

。

毅 ( 8 ) 一 二 8 / 3 62 8 8 0
,

a

毋 ( 10 ) = 一 二 ` 0 / 3 9 9 2 6 5 0 0
,

…

将 is nt 的 T ay lor 展开代入到上式中
,

比较两边幂级

数的系数可得

a

毅 ( n ) =

( 一 l ) , 二 2 , 八 Z m + 1 ) !
,

若
n

0
,

若
n = Z m + 1

二 Z m

( 2 7 )



自
.

鱿并乎` 展 第 1 5卷 第 5期 2 0 0 3年 5月

2加性 M 6 i bs u反演公式及其应用

除了上述无穷级数反演公式以外
,

这里再介绍

另一种加性 M o ib u S 反演公式及其应用
.

2
.

1 加性 M 6 hi u s 反演公式及其证明

加性 M 6 ib u s 反演公式可以表述如下
:

艺
a ( m ) , ( n

m ) 一 艺 。 ( m ) x ( n

( 3 1 )

引入 w ( n )
,

使得

艺
a ( m ) , ( n 一 m ) = w ( n

g ( n ) =

乙
a ( m ) f ( n 一 m

一
习 b( m x) ( ” ’ m

、 f ( n ) 一

艺
。

豺 ( m ) g ( , 一 m )
,

( 2 5 )
由加性 M 6b i u s 反演公式 ( 2 8 )可得

其中

m )

艺
。 ( m ) a

毋 ( , 一 m ) = 。
n ,

。
.

( 2 9 )

m 一 k ) =

对公式 ( 2 8) 证明如下
:

先证
“

=>
”

·

贝
。 ) 二 乙

二

毋 (m )w ( 。 -

名
。

毅 ( m )习 b ( k ) x ( n -

习 [艺
。

豺 ( 、 一 、 ) 。 ( * )〕
X

n 一 S

全
。

毅

宝
。

射

m ) g ( n 一 m ) =

m )艺
。 ( k ) f ( , 一 m 一 k ) 二

、 ( s ) =

习
a

劣 ( s 一 * ) 。 ( * ) 一 ( 。毅
* 。 ) ( :

艺 [习
。 (* )。 毋 ( : 一 * ) ]f ( ,

习占
、 ,

。 f ( 。 一 : ) 二 f ( 、 )
,

( 3 2 )

同理可证
“

“
”

·

2
.

2 线性时不变离散系统问题

常用的求解 一维差分 方程 的方法有迭代法
,

Z

变换法等等 〔`5 ]
,

这里我们利用加性 M o b i u S 反演公

式来求解
.

考查一个线性时不变 的离散系统
,

其输入输 出

满足如下的常系数差分方程
:

, ( n ) 一 习 、 (、 ) x ( , 一 : ) = ( 、 * x ) ( 。 )

( 3 3 )

可见 h ( n )就是所讨论的离散系统的单位取样响应
,

将输入序列和它作卷积便得到输出序列
,

而 h ( n )

可由 ( 3 2) 式求得
.

例如
,

考察差分方程

y ( n

N N

丫
~

洲 l 、 / 、 、 , 、

山
a 、 m ) 夕 、 n 一 m , “ 之奋b Lm ) x L n 一 爪 )

m = o m 二 O

+ 0
.

2夕 ( n

n ) + x ( n

1 ) 一 0
.

2 4夕 ( n 一 2 )

1 )
,

( 3 4 )

、 ,少z̀、

若若11

0

( 3 0 )

x ( n ) 0

< 0
,

( 3 5 )

给定如下初始条件
:

它对应于

夕 ( n

贝业( 3 0 )式变成

= x ( n ) 二 0
,

(若
n ( 0 )

, } a ( n ) 4n = 0
,

1
,

2
,

… } =

{ l
,

0
.

2
,
一 0

.

2 4
,

0
,

0
,

… }
,

( 3 6 )

}占 ( n ) I n = 0
,

1
,

2
,

… 卜 {1
,

1
,

0
,

0
,

… }
,

( 3 7 )
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由 ( 36 )和 ( 2 9) 式中的递推关系可以求出

{。毅 ( n ) l 刀

{1
,

0
.

2
,

0
.

2 8

= 0
,

1
,

2
,

… }

一 0
.

1 0 4
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0
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8 8
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.

( 3 8 )
参 考 文 献

由 ( 32 )
,

( 3 7 )和 ( 3 8 )式可得
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8
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0
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0 8
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0
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,
一 0

.

0 16
,

( 3 9 )

由 ( 3 3 )
,

( 3 5 )和 ( 3 9 )式可以求出差分方程 ( 3 4 )的解

为
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,

1
,
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1
.

8
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.
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2
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0 5 6
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2
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5

上面介绍的方法将 加性 M 6 ib u s 反演和差分方

程求解联系了起来
,

这在 电路分析
、

信号处理
、

弹 6

性力学等领域均有潜在应用
.

7

3 总结与讨论

以上介绍了一种新的 F er m i 体系逆 问题的解法
,

这在介电弛豫谱〔’ ” 〕和表面吸附 [`“ 〕等逆问题上也有

用处
.

这 里 的加 性 M比 i u s 反 演 不 如 数论 中积 性

M比 iu s 反演那样普及
,

以至于在作者所看到的数论

书中没有 明确提到
,

可能是 由于 积性 M比 iu s 反演

所对应的乘法半群 ( N
,

x )中有无穷多个素元
,

如

2
,

3
,

5 等等
,

更有趣
.

但数学上的简单并不等于

物理应用上的无用
,

实际上
,

这类反演在组合论 中

讨论幂级数系数反演时早 已有之
.

本文说明
,

这是

一类有重要应用的反演
,

且可归结为 M 6 ib u s 反演
.

例如
,

利用它可以使 F er m i 体 系逆 问题的求解变得

简便直观
,

另外
,

还可 以使用它来讨论界面 间原子

(离子 )相互作用势和设计新型多路模拟通信系统等

新问题
.
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